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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh toán tử m-Hessian phức xác định trên 

lớp các hàm m- điều h a dưới với giá trị biên 
( , )m f E

.

Từ khóa: Hàm đa điều h a dưới, hàm m- điều h a dưới, toán tử Monge- Ampere phức, toán 

tử Hessian phức, lớp hàm . 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ

Sự tồn tại của toán tử Monge – Ampere 

đóng vai trò trung t m trong l  thuyết đa thế 

vị. E. Bedford và B. Taylor (xem [2], [3]) đã 

chỉ ra sự tồn tại của toán tử Monge-Ampere 

trên lớp các hàm đa điều hoà dưới  ị chặn 

địa phương với miền giá trị trong lớp các độ 

đo không  m. Tuy nhiên, một ví dụ của 

Kiselman (xem [8]) đã chỉ ra rằng không thể 

mở rộng toán tử Monge-Ampere tới toàn  ộ 

tập các hàm đa điều hòa dưới tùy   mà vẫn 

có miền giá trị trong lớp các độ đo không 

 m. Do đó,  ài toán tìm miền xác định của

toán tử Monge – Ampere thu hút sự quan 

t m của nhiều nhà toán học. Trong [5,6], U. 

Cegrell giới thiệu các lớp hàm không  ị chặn 

địa phương 

0( ), ( ), ( ), ( ), ( )p p    E E F F E  mà trên 

đó toán tử Monge-Ampere vẫn xác định. Năm 

2007, P. Ahag (xem [1]) đã chứng minh rằng 

toán tử Monge-Ampere vẫn xác định trên lớp 

các hàm ( )fE . Gần đ y, trong [4], Z. Blocki 

giới thiệu lớp các hàm m- điều hòa dưới  ị 

chặn địa phương là mở rộng của lớp các hàm 

đa điều hòa dưới  ị chặn địa phương và toán 

tử m-Hessian phức (mở rộng của toán tử 

Monge – Ampere phức) xác định trên lớp các 

hàm m- điều hòa dưới  ị chặn địa phương. 

Tiếp theo, trong [7], L. H. Chinh giới thiệu lớp 

các hàm m- điều hòa dưới không  ị chặn địa 

phương 0 ( ), ( ), ( )m m m  E^ F E  mà toán tử m-

Hessian vẫn xác định. Tiếp tục hướng nghiên 

cứu trên, trong  ài  áo này chúng tôi giới thiệu 

và chứng minh toán tử m-Hessian phức xác 

định trên lớp các hàm với giá trị  iên 

( , )m f E . 
Bài  áo được  ố cục như sau: Trong mục 

2, chúng tôi nhắc lại về lớp hàm đa điều hòa 

dưới được đưa ra  gần đ y  ởi U. Cegrell và 

lớp các hàm m-điều hòa dưới được giới thiệu 

 ởi Z. Blocki và  L. H. Chinh. Trong mục 3, 

chúng tôi trình  ày kết quả chính của  ài  áo. 

2. MỘT SỐ KHÁI NIỆM

 Trước tiên, chúng tôi nhắc lại khái niệm 

hàm đa điều hòa dưới được giới thiệu  ởi U. 

Cegrell trong [5,6] như sau.  

Định nghĩa 2.1. Với   là miền siêu lồi 
trong        , chúng ta kí hiệu 
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Trong [6] U. Cegrell đã chứng minh rằng 

( )E  là lớp lớn nhất mà trên đó toán tử 

Monge – Ampere xác định và liên tục dưới 

dãy giảm các hàm đa điều hòa dưới. Hơn nữa, 

nếu uE  và K Ð  thì tồn tại hàm Ku F

sao cho Ku u  trên K . 

Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại khái niệm 

hàm m- điều hòa dưới được giới thiệu  ởi Z. 

Blocki trong [4] và LH. Chinh trong [7]. Với 

mỗi 1 m n  , chúng ta kí hiệu

 1

(1,1)
ˆ : 0, ,n

m           

0 ,m n m   

với    
(1,1)

 là kí hiệu của không gian 

các (1,1) dạng với hệ số hằng. 
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Định nghĩa 2.2. Hàm điều hòa dưới u  

trên tập con mở Ω Cn được gọi là hàm m-

điều hòa dưới nếu với mọi 
1 1,..., ˆ

mm     ta 

có  ất đẳng thức sau theo ngh a dòng 

1 1 0.c n m

mdd u    

     

Tập tất cả các hàm m- điều hòa dưới trên 

 kí hiệu là ( )mSH   và tập tất cả các hàm 

m- điều hòa dưới  m trên   kí hiệu là 

( )mSH   . 

Nếu u  là hàm trơn đến cấp 2 trên  thì 

áp dụng Mệnh đề 3.1 trong [4]  ta có u  là hàm 

m- điều hòa dưới khi và chỉ khi 

( ) 0c k n kdd u     với mọi 1,...,k m . 

Định nghĩa 2.3. 

Nếu 
1,..., ( ) ( )p m locu u SH L     thì toán 

tử Hessian phức 1( ,..., )m pH u u  được định 

ngh a như sau 

1 1( ,..., ) ...c c n m

m p pH u u dd u dd u     

1 1( ... )c c c n m

p pdd u dd u dd u  

    . 

Trong [4], Z. Blocki đã chứng minh rằng 

1( ,..., )m pH u u là một dòng dương đóng song 

 ậc ( , )n m p n m p     và liên tục dưới dãy 

giảm các hàm m- điều hòa dưới  ị chặn địa 

phương. 

Khi 

1 2 ... ( ) ( )m m locu u u u SH L         thì độ 

đo Borel ( ) ( )c m n m

mH u dd u     được xác 
định và gọi là toán tử m- Hessian phức của 

hàm .u  

Dưới đ y là các lớp hàm m- điều hòa dưới 

không nhất thiết  ị chặn địa phương mà toán 

tử m- Hesian phức vẫn xác định được giới 

thiệu trong [7]. 

Định nghĩa 2.4. Với Ω là miền m- siêu 

lồi  ị chặn trong C
n, chúng ta kí hiệu 
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0( ) : ,( ) {m m mSH z      E E
0

0 , ( ),j jmz trên        E  

sup ( ) }j m jsao cho H   .

Chú   rằng khi m n  thì các lớp hàm 
0 ( ), ( ), ( )m m m  E^ F E  trùng tương ứng với 

các lớp hàm 0( ), ( ), ( )  E F E và 

( ( ) : ,) {m m mSH       ÐE E  

( ) : }.m trên     F  

3. TOÁN TỬ M-HESSIAN TRONG LỚP

HÀM  ( , )m f E  

Giả sử  là miền m- siêu lồi  ị chặn  

trong C
n, và f  là hàm giá trị thực, liên tục 

trên ,   là độ đo không  m trên  . Chúng 

ta định ngh a  ao ( , )mU f  như sau:  

)( , )( ) }su ,p{ ( )( : mm uU f z z u B f    

ở đó 

: ,( , ) { ( ) ( ) ( )m loc mmB f SH L H        

 limsup ( ) ( ), }z v z f      . 

Từ Định ngh a, chúng ta có chính quy hóa 

nửa liên tục trên  
* ( , ) ( , ).mmU f B f   

Thật v y, theo Bổ đề Choquet, tồn tại một 

dãy hàm ( , ),j mu B f j   sao cho  
** ( , ) (sup{ })m jU uf 

Do đó, ta có 
* ( , ) ( ) ( )m m locU f SH L      . 

D  thấy  
* ,l )ims (up ( ),z mU f f      . 

Mặt khác, đặt 

1max j k j

ku u 

thì chúng ta có 
* ( , )k

mu U f

hầu khắp nơi khi .k   Theo Định l  

2.10 trong [7] chúng ta có  
*( ) ( ( , ))k

m m mH u H U f . 

Do đó ta có  
*( ( , )) .m mH U f   

Điều đó cho chúng ta khẳng định 
* ( , ) ( , ).m mU f B f   

Định nghĩa 3.1. Giả sử    
0{ }( ), ( ), ( )m m m   K E^ F E và

:f  là hàm liên tục thỏa mãn 

lim (0, )( ) ( ), .z mU f z f       

Hàm m-điều hòa u  trên   thuộc lớp 

( ) ( , )f f K K  nếu tồn tại một hàm K
sao cho 
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(0, ) (0, ).m mU f u U f    

Từ định ngh a và tính chất của  ao Perron 

– Bremermann chúng ta có
0(0, ) ( ) ( ).mmU f f C  E  

D  thấy, 0 ( ) ( ).m f L E  

Chú   rằng (0) K K  và với hàm f cho 

trước, chúng ta có  ao hàm thức sau 
0 ( ) ( ) ( ).m m mf f f E^ F E  

Mệnh đề sau thể hiện mối liên hệ giữa lớp 

( )m fE  và lớp .mE  

Mệnh đề 3.2. Chúng ta có các khẳng định 

sau đ y 

(i) Nếu 0f    và ( )mu fE  thì ta có 

muE . 

(ii) Nếu ( )mu fE  thì tồn tại một hằng 

số 0c    thỏa mãn mu c E . 

(iii) Nếu muE  thì tồn tại một hằng số 

0d    thỏa mãn ( )mu d f E . 

Chứng minh. 

(i) Từ Định ngh a 3.1 tồn tại hàm m E

sao cho (0, ).mu U f  Để  rằng 

(0, ) ( )mU f C  nên  
*(0, ) (0, ) (0, ).mm mU f U f B f   

 Do đó, nếu 0f   thì  ta có 

.(0, ) ( ) ( ) ( )m m mU f SH L      E  

(ii) Từ Định ngh a tồn tại hàm m E  sao 

cho (0, ).mu U f   Do đó  

(0, ) (0, ) .minm mu c U f c U f c        

Chọn c  đủ nhỏ để (0, ) 0.min mc U f   

(iii) Hàm 

max ( ) ( ).| | mu f f  E  

Nhận xét: Từ (ii) của Mệnh đề 3.2 chúng 

ta có thể định ngh a toán tử m-Hessian trên lớp 
( )m fE . Phần tiếp theo chúng tôi trình  ày 

định ngh a toán tử m-Hessian trên lớp ( )m fE

theo cách của Cegrell trong [5]. 

Định l  sau đ y là một dạng mở rộng của 

Định l  3.1 trong [7]. 

Định lý 3.3. Giả sử ( ).mu fE  Khi đó tồn 

tại một dãy giảm các hàm 0 )[ ] (j m fu E  hội tụ 

điểm đ n u  khi j ti n tới  . 

Chứng minh: 

Theo Định ngh a chúng ta có ( )mu SH 

và tồn tại một hàm ( )m E  thỏa mãn 

(0, ) (0, ).m mU f u U f  

Theo Định l  3.1 trong [7] tồn tại một dãy 

giảm các hàm 0 )[ ] (j m  E  thỏa mãn j hội 

tụ điểm đến hàm   khi j tiến tới  . Với mỗi 

j ta đặt  

max( , (0, )).jj mu u U f   

Khi đó kết hợp với (1) ta có ju  là dãy 

giảm các hàm m- điều hòa dưới hội tụ điểm 

đến hàm u khi j tiến tới  . 

D  thấy 

(0, ) (0, ).m j j mU f u U f    

Do đó ta có 0 )[ ] (j m fu E . 

Tiếp theo chúng tôi phát  iểu và chứng 

minh Định l  chỉ ra  sự tồn tại của toán tử m-

Hessian trên lớp các hàm ( ).m fE  

Định lý 3.4. Giả sử 0 )[ ] (j m fu E  là dãy 

giảm hội tụ điểm đ n hàm ( )mu fE  khi j ti n 

tới . Khi đó ( )m jH u hội tụ *y u và độ đo 

giới hạn kh ng phụ thuộc vào việc chọn dãy 

[ ].ju  

Chứng minh: 

Theo Định ngh a chúng ta có ( )mu SH 

và tồn tại một hàm ( )m E  thỏa mãn 

    (0, ) (0, ).m mU f u U f           (1) 

Không mất tính tổng quát có thể giả sử 

rằng 0   vì nếu 0   thì ta có  

(0, ) ( ) ( )m mu U f SH L    

do đó chọn (0, )j mu U f  với mọi j. 

Chọn ,K K  là tập con compact 

tùy ý trong .  

Để   rằng (0, ) ( )mU f C  kết hợp với 

điều kiện 0   chúng ta suy ra tồn tại một 

hằng số 0c   sao cho  

     (0, )mU f c           (2) 

trên K, ở đó hằng số 

khi max ( ) 00 f    

và 

max ( )khi max ( ) 0f f       

Từ (1) và (2) chúng ta có 

  (1 )u c                 (3) 

Theo Định l  3.1 trong [7] tồn tại một dãy 

giảm các hàm 0 )[ ] (j m  E  thỏa mãn j hội 

tụ điểm đến hàm   khi j tiến tới  . Với mỗi 

j ta đặt 

max( , (1 ) ).j jjv u c    
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D  thấy 0 ( )mjv  E và dãy [ ]jv là dãy 

giảm hội tụ điểm đến hàm 

max( ,(1 ) ) ( ).u c    E  

khi j tiến tới  . 

Để   rằng từ (3) chúng ta có 

max( ,(1 ) )u c u       

trong một l n cận của K. Theo Định l  

3.11 trong [7] chúng ta có ( )m jH v  hội tụ theo 

ngh a *yếu của độ đo và giới hạn không phụ 

thuộc vào việc chọn dãy [ ]jv . Do K chọn tùy   

nên ta có ( )m jH u  hội tụ *yếu. Từ đó ta có 

( )m jH u là hội tụ *yếu và độ đo giới hạn không 

phụ thuộc vào việc chọn dãy [ ]ju . 

Nhận xét: Từ Định l  3.3 chúng ta có nếu 

( )mu fE thì tồn tại một dãy giảm các hàm 
0 )[ ] (j m fu E  hội tụ điểm đến u  khi j tiến tới 

 . Theo Định l  3.4 chúng ta có ( )m jH u  hội 

tụ *yếu và độ đo giới hạn không phụ thuộc vào 

việc chọn dãy [ ].ju  Từ đó chúng ta nhận được 

Định l  3.5 dưới đ y về sự tồn tại của toán tử 

m-Hessian của hàm ( )mu fE  .  

Định lý 3.5. Giả sử ( )mu fE . Khi đó 

chúng ta Định ngh a đô đo giới hạn trong Định 

l  3.4 chính là toán tử m-Hessian của u  và kí 

hiệu là ( ).mH u  
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